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MECCANICA QUANTISTICA
Effetto Zeeman in atomi idrogenoidi

1 Effetto Zeeman per campi magnetici generici

L’ hamiltoniana imperturbata di un atomo idrogenoide & data da

2 2
P Ze
Hy=T+V, T=—, Vr)=— 1
: V) =-7 1)
Si possono poi considerare le correzioni di struttura fine, relativistica e di spin orbita,
T? Ze* 1 - &

Hrel = - s.0. — Wﬁ ' )

2mc? '
e se I’ atomo ¢ inserito in un campo magnetico uniforme e costante si deve tenere conto anche

della hamiltoniana Zeeman

HZeeman = 6* (E + g§> : B
2mece

in modo che alla (1) si puo aggiungere una perturbazione data da
Hp = Hret + Hs.o. + Hzeeman (2)
Consideriamo ’elemento di matrice di H,
(ntjm|Hp|nt'j'm') (3)

nella base
[nljm) = one(r)¥7(0, ¢) (4)

degli autostati dell’ insieme completo di osservabili mutuamente commutanti Hy, L%, J?, J,.
Questi autostati sono legati a quelli della base dell’ insieme Hy, L?, L., S, da

—-1/2 1/2
{ Ve = O YT P 4 0o YT 5)

—1/2 1/2
LERPTE A (A T

l+3+m I+1-m
C*‘\/ 20+1 C‘_\/ 20+ 1

sono i coefficienti di Clebsh-Gordan. L’ autovalore dell’ hamiltoniana imperturbata su questi

dove

autostati €
mc?(Za)?

2n?

L’ elemento di matrice della correzione relativistica nella (3) & dato da

Ho|ntjm) = Ep|ntjm) ,  Ep = —

1
(nlim|Hyq|nl'5'm’) = ~3 (nﬁjm|(Hg —VHy— HyV + V2)\n€’j’m/>

mc?
1

= ——— {E26;51000 0 rmm — 2B, (nljm|Vnl 5'm’y + (nljm|VZnl' 5'm’)} = Rued;jr 000 Smm

2mc?

(6)
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dove

mc?(Za)4 1 3
Rpp = — 3 -
2n 0+1/2 4n

L’ elemento di matrice della correzione di spin-orbita nella (3) ¢ dato da

g=1Ze1

<n€jm\Hspin,orbita\nflj’m'> = (nljm)| (J2 S - S%]nﬁ’j’m’)

2me2 r3 2
g—lZ€2h2 e "y 3 . 1 TN
=52 5 \JU D)= O +1) = ) (nljm|_g|nljm’)

—1Ze*h% (.. 3 1
g <](] —+ 1) — E(f —+ 1) — ) <7’3> K&jj/é@@/(smm/

T ome2 2 4
= SO0,/ 00 S (7)
dove
L =0+ 1/2
S0, = (g 1)m622(nZga)4 %i : 6—1—% per j=(+1/ ®)
— ber j=4—-1/2

Sommando (6) e (7) si ottiene la struttura fine per I’ atomo idrogenoide.

<n£jm’Hrel + Hspinforbita‘nglj/m,> = anéjj’(sﬂ’(smm’ (9)
dove
mc?(Za)? 1 3
Gni=Ruy+S0,,(g=2)=— - - — . 10
J ¢t g ) 2n3 (]+1/2 4n> (10)

L’elemento di matrice dell’ hamiltoniana Zeeman in questa base ¢ dato da
. ! -/ / 6B . N
(nljm|H zeeman|nl j'm’) = %mﬂjmuz + (g — 1)S.|nl'j'm")

eB

= Sme [mhéjjxéwémm/ + (g9 — 1)<n€jm|5z]n£’j'm'>] (11)

Per calcolare I’elemento di matrice di S, sugli stati della base (4), ¢ conveniente invertire

le (5)

—-1/2
{ Y = oy [T Rk ORIy (12)

+1/2
v" Pyo= Co W00+ O W0
per |m| <{—1/2. Quandom=¢+1/2,Cy =1, C_ =0, si ha

)/EZX—F _ ‘Ilf+1/2

j=l+1/2,
Quandom =—¢—1/2,Cy =0, C_ =1, si ha
0. —0—1/2
Y, x- = ‘I’j:z+1/2,z
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Si puo ora calcolare I azione di S, sugli stati della base (4)

. 1 A . -
Syln b, g =10+ 5 M ) = §<png(r) (CjLY;Z 1/2X+ ~C.Y, +1/2X_)
h . . - -
= 5@11@(7") |:C+ <C+ \Ill+1/2,l —C_ \Ijlfl/27l> —C_ (C_ \I]l+1/2,l +Cy qllfl/Q,l)}

h m m
= Sonelr) [(Ci —C2) ULy, 204C- U /Q,l]
m m \/(E + 1/2)2 _ m2 m
= Poner) gy Ve T gy =172
m , 1 V(+1/2)2 —m? , 1
= h _— = —_ — = - =
[264—1“’673 €+2,m) 1 |n,l,5=1¢ 2,m) (13)
. 1 h m—1/2 m+1/2
Solnytij == 5m) = Sonlr) (—CoY" oy — Cy )
h m m m m
= 590716(7") [—C— <C+ ‘l’z+1/2,z - ‘l’z—1/2,l> - C4 (C— ‘I’l+1/2,l + 4 ‘1’1_1/2,1)}
h m m
= 59071@(7’) [—20+C— ‘I’z+1/2,l - (Ci - CE) ‘11171/2,1}
V(C+1/2)2 —m? , 1 m , 1
=h |- - — - — ) _ _

Allora:

1
(nljm| S, |n,€/,€’—i—§,m’>

o™ - pp Lo V(I +1/2)2 —m” ; vyt
=h 2€/+1(nfjm|n»fa€ +2,m> 2 + 1 <n€jm\n,f,£—2,m>
m V(C+1/2)2 —m?
=N | gp Gierry20e Smm - 20+ 1 8j0-1/2000 S (15)
Analogamente:

1
(nlim| S, |n, 00 — =, m")

2
\/(6/ + 1/2)2 —m/? . i 1 / m’ . i 1 I
— k|- Z __m _
[ 1 (nﬁjm\n,ﬁ,ﬁ—i—z,m) Y (nlym |n,t' ¢ 2,m>
(L+1/2)2 —m? m
=h|- v 21 804172000 Oy — 2w+ 0;,0—1/2000' O (16)
Dalla teoria delle perturbazioni per livello degenere si ha il sistema:
Z [(nfjm|Hp|n€'j'm’> — Er(ll) 5(6’5jj’5mm’} ity =0 (17)
Z/j/m/
e l'autofunzione di ordine zero é:
O = 3" al) L nt,jm') (18)

f/]’lm/
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Poiché la matrice della perturbazione ¢ diagonale rispetto ai numeri quantici (I, m) si ha:

Z [(nﬁmﬂHp\nﬁmj’) - EWM 5jj/} Qjrgm =0 (19)
j/
Definendo (con pp = ﬂ)
2me
_ /. 1 g I\ 20+2
C= <] —£+§’Hp|j €+2> *Gnrﬂé + poBm T
. 1 _ 1 V({E+1/2)2 —m?
E=(j=l+=|Hylj=0—=)=—
<] +5 [HplJ 2> 110 Y
. 1 . 1 V(E+1/2)2 —m”?
E = = —_ = H ! = — = — B
(i=t= il =4 5 ) = —nop Y
Y T A 20
b= <] =gl == 2> = ety H 0By
dove G ¢ stata definita in (10), il sistema (19) diventa:
C— EW E ;g1
! (1) =) o (20)
E D-EY)\a_, .
J=t=3
Annullando il determinante si ha
EW? _(c+D)EW 4+ CD — E*=0
da cui: ) )
Byl =3(C+D)+/(C-DP+4E? (21)
Ora: o B
D=G"% L£9..B _ D =) 4 2Holm
C+D=G") +24Bm, C R T
dove
+ —
G =G,y £Goyy (GO >0) (22)
e quindi
4G uoBm
_ D24 4R = g I KB 2
(C—-D)* + G+ el THO
. 1 1 , ) 1
La formula (21) ¢ valida per |m| < ¢ — 7 Per m =+ <€ - 2) necessariamente j = ¢+ 3
+(t+3
e ‘Ilj:(é-é),z = YéﬂxﬂE . Inoltre
S, |n,t ’—£+1 == €+1 >—iﬁ| / '—£+1 == €+1 )
z2 |5, ] = 27m_ 2 - 2 n,t,j = 27m_ 2
Quindi:

. 1 1 ) 1 1
(n,ﬁ,j—€+2,m—:|:<€+2)|Hp]n,€,]—€—|—2,m—:|:<€+2>)

20+ 2 1
=C= Gn,j:€+% +mmpoB(£+ 1) = Gn,j:EJr% + pupB(l+1) = EV | (m =+ <€+ >)
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1.1 Campi Deboli

Per campi “deboli” pgB < mc(Za)*:

2upBm

— D)2 +4E2 ~ G =C-D
V(C — D)2+ ¢S =¢ :
e quindi (effetto Zeeman anomalo)
2042 . 1
Ev(zlzr ~C =G, 41+ poBm DY (J =+ 2> (24)
20 1
EY) ~p=a Bm ——— =0 — = 25
. ne-i T pOBM S j 5 (25)
si noti che, posto:
JU+1) —L+1)+3/4 2j+1
gie =1+ — =
2j(j+1) 20+ 1
si ha:
2042 o
Rt TS R U TR
1.2 Campi Forti
Per campi “forti” poB > mc?(Za)*:
V(C— Dy +4E? ~ o 260m
HOE T
e quindi
(=)
1 _ 1y G 7'm . 1 1
E) = uyB - — = - - — =
no = Ho (m—i— >+2 Wl J €+2,m7§ l 5
1
_ =0 — — 26)
1\ 1 =) <J (
B =B (m—5) + 569 - 5T |
; (i=tebmme]

dove G™*) sono definiti in (22) e sono dati da:

G _mcz(Zoz)A‘ 20+1 3 o) mc?(Za)*
N 2n3 / ’ 230+ 1)

((+1) 2n

1.3 Statis ((=0)
Per stati s si considera, invece dell’ hamiltoniana di spin-orbita che e zero, il termine di Darwin

7TZ€2h2 5(3)
2m2c?

(7)

HDarwin =

per cui la somma della correzione relativistica e di Darwin per stati s ¢ data da

o1 o1
<7”L,€:O,] = §,m\ Hrel+HDarwin ’n,f:O’] = §7m>

mc?(Za)* 3
L i e <1 - 4n> (27)

5.



Meccanica Quantistica Effetto Zeeman per campi magnetici generici

Per la correzione Zeeman su stati s:

o1 o1
<na£:07]:§7m‘HZeeman ‘n7€:0a.7:§7m>
eB . 1 1
1
= +uyB , (m: i2> (28)

Per stati s qulndl si ha
E(l) = G + M B m = :II*]-
n n,j-é—i—%—% 0 ’ 92

che ¢ un caso particolare (¢ = 0) della formula (23), valida per m = ii'

1.4 Autofunzioni imperturbate

Determiniamo ora i coefficienti o = ov;_,, 1 del sistema (20). Denotiamo con o) le soluzioni
- 2

(1)

corrispondenti a E,, .

1.4.1 Autofunzione corrispondente a Enll

E,(Ll puo essere scritto cosi

—C;D+%\/(C—D)2+4EQE—F+\/F2+E25R—F

<F:C_D>, (R:\/m) (29)

2

con queste definizioni le equazioni (20) per i coefficienti « diventano

(R—F)a” + Bl =0

da cui
ol Bl [R+F
O[(_Jr) R—-F R—-F
Normalizzando:
\/m 2 T 0
1
_ =) _ oo
F 5 (G +uoBa)f2G (1+¢&a)
dove B 9
Ho _&m
$=a0 ‘T (31)
s (04122 -m? 1, (1N

—_

R=VF 4 B = 0O/ 4 &) + (1~ o) = ;0T 1 2at €

\V)

1+¢&a

F
R™ itotate

b=
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(1)

1.4.2 Autofunzione corrispondente a E, _

1 . . s
E,(L)_ puo essere scritto cosi

- 1
E}jl—cz_cQD_E\/(C—D)2+4E2E—F— 21 E2=-F-R

Le equazioni per i coefficienti a (20) diventano

~(R+F)ol7 + Bl =0

da cui

o7 B _\/R—F_ 1—b
o) R+F VR+F V1+b

_ 1-0 — 1+0
o=\, QD =y (32)

Normalizzando:

2 Sommario

Riassumendo per gli autovalori abbiam01:

BV, = G( (zgm + /14 2€a+ 52) (33)
e le autofunzioni corrispondentl sono

Uy = Ppe(r) (ai) ‘1’4] z+1/z+a( )‘I’m =0— 1/2)

1+ —
= one(r ,] =0+1/2 — ,] =(—1/2

_ fu mym—m
=V \svizeypn

> ,  (segno superiore se a > b o inferiore se a < b) (34)

— = Pne(r) (ai )‘I’z] =0+1/2 + O‘( ) ?Z:e_m)

1+
= @ne(r g —o+1/2 T Z] —1/2

+ /71 — Ym71/2
_ L ( ¢ é+1/2 ,  (segno superiore se a > b o inferiore se a < b) (35)
V2 vVi+cY,
dove?
_ uoB _2m
SSe0 0 T
B 1+¢&a .o E+a
V1+26a+¢2 V1+2a+ €2
2 4 2 4
G _me (Za) 20+1 3 7 (o) _ me (Za) (36)
2n3 L+1) 2n 2n30(0 4+ 1)
'Per confrontare con Bethe e Salpeter [1], pag 211, bisogna tener conto che nella formula (46.15) E' =

E& — %G”) e che AE = G

?Per la derivazione del coefficiente ¢ si veda I’appendice A.

-7
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3 Limiti
3.1 Limite per campi magnetici deboli

In questo caso & — 0 e fino a termini del primo ordine in £ abbiamo:

V1+26a+E2~1+¢&a

BY), = %G(Jr) i %G(’) (26m =+ (1 + £a))
1 1
_ () =) -
: (G +G ) + 5 uoB(2m £ a)
2042 (o, L
—, ] = a
204 1 2
= G jmizy T HoBmM X ;E =L o
m ) J=+4= 9

in accordo con (24) e (25), rispettivamente.

Inoltre si ha, a meno di termini di ordine 2 in £, b = 1; quindi

Uy > ppy(r) Uy imtprp»  U- = Pne(r) Vyi—e—1/2
cioe le funzioni di ordine zero usate per trovare 1’ effetto Zeeman anomalo prendendo i valori

medi direttamente, come nella teoria delle perturbazioni per livello non degenere.

3.2 Limite per campi magnetici forti

In questo caso = =€ — 0. Quindi, a meno di termini di ordine €

V1+2a+8&2=¢V142ea+e~E(1+ea)=E+a

Allora

B, = %GH) + %G(_) (26m £ (a +€))
1 m 1
= -gH (=)= e

2G +G 2£+1+u03<m:|:2)

(38)
in accordo con (26). Inoltre, a meno di termini di ordine 2 in ¢, si ha ¢ = 1 e quindi:

~ m—1/2 -~ m—+1/2
Uy =~ ppe(r) Y, X+ u— 2 pne(r) Yy X—

Quindi, in campi forti, si potevano usare queste come autofunzioni di ordine zero e calcolare i
valori medi come nella teoria delle perturbazioni per livello non degenere.

Si noti che si ha la corrispondenza

. 1 1 1 1
<]—€+2,m7é—€—2>:> mg=m— g, Ms =g

. 1 . 1 1 1 1
<]=€—2,j:£—|—2,m:—f—2): mg:m—|—§,m3:—§

- 8-
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Con questa corrispondenza e notando che:

lG(Jr) __mCQ(Za>4 (6—}—1/2 3 ) _ £+mC2(ZOC>4 ( 1 €+1/2>
2 - - n

2n3 (((+1) 4n 2n3 (+1/2 0(0+1)
_ R, mc?(Za)* 1/2
" 2n3 200+ 1/2)(0+1)
e che: ) .
LM ) me (Za) m
20+ 1 2n3 200+ 1/2)(L+ 1)
abbiamo

2 4 1\ 1

(1) mc2(Za)t  (tm—3%) 3 1
E L= B + —
nk = Bt T ey (e ) B (M E S
mc?(Za)* mems

= e s i )

+ o B (myg + 2ms) (39)

che si ottiene prendendo il valore medio, con le funzioni ,(r) Yem" Xm., della perturbazione
H, = Hye) + Hs.o. + Hzceman € notando che

<E . §> = R2mems .
vaévms

A Derivazione del coefficiente ¢

Per trovare ¢ si noti che

o 1 (Vigay? o 1 (—Vi—ay
£j=0+1/2 — ﬁ \/m Yvem—i-l/2 ’ Lj=0-1/2 — ﬁ \/m ngm+1/2
quindi
\/1+c_\/1+b\/1+a+\/1—b\/1—a
2 2 2 2 2
\/1—0_\/1+b\/1—a_\/1—b\/1+a
Vo TV 2 2 2
quadrando
1 1 1
;C:Z[(1+b)(1+a)+(1—b)(l—a)+2\/1—a2\/W}:5{1+ab+\/1—a2\/1—b2}
15023[(1+b)(1—a)+(1—b)(1+a)—2\/1—a2\/W}:%[1—ab—\/1—a2\/1—b2}

Sommando si ottiene 1 ai due membri, sottraendo:
c=ab+V1—a?\/1— b2

Notiamo che:

1— b2 — f— "1_a2
Vitoate
quindi
1+l +E1-a)  a+¢ o

1+ 26a + €2 V1t 26arter’

9.
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