Universita degli Studi di Perugia - Corso di Laurea Triennale in Fisica

Corso di
MECCANICA QUANTISTICA

Homework 2

Da consegnare entro il 30/03/2022

Le soluzioni vanno inoltrate in formato PDF con il nome e cognome dello studente in prima
pagina. Si prega inoltre di numerare le pagine e dichiarare sempre quale esercizio si sta
svolgendo.

Al tempo t = 0 una particella soggetta ad un potenziale di oscillatore armonico ¢ descritta dalla funzione
d’ onda:

AY

dove le u,(z) sono le autofunzioni normalizzate dell’Hamiltoniana dell’ oscillatore armonico, A una

costante di normalizzazione e a una costante adimensionata positiva.

a) Trovare la costante di normalizzazione A.
b) Usando la funzione generatrice dei polinomi di Hermite
F(£7 Z) - €_Z2+2£Z
trovare la funzione d’ onda all’ istante ¢ > 0, ¥(x, ).
¢) Mostrare che |1(z,t)|? & una funzione periodica del tempo e indicarne il periodo.

d) Calcolare il valor medio dell’ energia.

Trovare i livelli energetici di una particella di massa m nel potenziale

1 2
V(m): ikm, $>0,

0 , z<0,
a) usando le condizioni di quantizzazione di Wilson-Sommerfeld.

b) Confrontare il risultato ottenuto con quello che si deriva dall’ equazione di Schrodinger.

Scrivere I’ equazione agli autovalori per I’ Hamiltoniana di una particella di massa m, in moto unidimen-
sionale, sottoposta all’ azione del potenziale seguente

+oo, (x<0);
V(z)={ »

>0,
mx

Per z > 0 si prendano autofunzioni della forma

ug(z) = <a1 + a;) sin & + <b1 + bg) cosE, (E=kx, k= ?)

e si determinino le costanti ay, as, by e bs dall’ equazione agli autovalori scritta, dalle condizioni al
contorno e dalla ortonormalita delle autofunzioni ad una 6(k — &').
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4. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m, pulsazione w e hamiltoniana
2 1
H = L + —mw?a? .
2m 2
a) Si determinino i valori medi (x); e (p); all’istante ¢, in termini degli stessi valori medi all’istante
t=0, (x)o e (p)o.
b) Si mostri che il valore medio di 2% all'istante ¢, (z2);, soddisfa all’equazione differenziale
d*(2?)s 24,2 4(H)
+ 4w (x%)y = — . 1
= (%) = =2 (1)
¢) Si ricavi la soluzione dell’equazione differenziale (1) e si scriva (Az)? in termini di
(%o, (%o, (zp+px)o .
d) Supponendo che la funzione d’onda all’istante iniziale, i(x,0), sia una funzione reale pari, scrivere
come si semplifica (Ax)?.
e) Nel caso di una funzione d’onda che soddisfi alle ipotesi del punto d), si consideri il limite ¢ << w™!
in (Az)?. Se con T e V si indicano I'energie cinetica e potenziale, si mostri che se (V)o > (T')o
allora (x2); < (22), viceversa, se (V) < (T)¢ allora (x2); > (x2)g
5. Si consideri una particella libera in moto unidimensionale descritta, all’istante iniziale t = 0, dalla
funzione d’onda

e

1/)(96 O) =N (eikowe*a(z+zo)2/2 + e~ thow 7(!(1,,10)2/2)
dove o > 0 e zo, ko € R.
a) Calcolare la costante di normalizzazione N e i valori medi di z e 22 all’istante + = 0.

b) Calcolare la funzione d’onda nello spazio degli impulsi allistante ¢ = 0, ¢ (k, 0).

c) Scrivere la densita di probabilitd di impulso e trovare i valori medi (p), (p?), I'indeterminazione Ap
e verificare le relazioni di indeterminazione di Heisenberg all’istante ¢t = 0.

d) Descrivere come si calcola la funzione d’onda all’istante ¢. Il risultato &

 hk2t . .
’l/)(l',t) _ eflﬁ elkgxefﬁ(erzof'uot)Q + efzko:ref%(a:fngrvgt)z
NE
dove la quantitd complessa z ¢ data da z = 1 + 2L ¢ yy = 2ko

m

*0. Scrivere la densita di probabilita
di posizione p(x,t). Come si comporta per tempi grandi?

e) Calcolare la denista di probabilita di trovare la particella all’origine p(0,t) e discutere la sua dipen-
denza dal tempo considerando il rapporto p(0,t)/p(0, 0).

Formule utili:

h 1
/ dss2e—BlsEs0)” % <Sg + >
/ " dse— Bt tive _ \/?e—f/(w)

—oo g
2
/ T dss2e—bstrivs _ [T (1 7\ 42/ap)
oo p\28  4p?

con §>0evyeR.



