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1. Si consideri la seguente Hamiltoniana di una particella di massa m

H = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ c(x2 + 2xb+ b2) (1)

dove c e b sono costanti positive.

a) Calcolare gli autostati e autovalori esatti di H.

Si considerino i termini dipendenti da b in (1) come perturbativi. L’Hamiltoniana imperturbata si

ottiene pertanto ponendo b = 0 in (1).

b) Calcolare gli autostati e autovalori del sistema imperturbato.

c) Calcolare le correzione agli autovalori del sistema imperturbato al primo ordine della teoria delle

perturbazioni.

d) Calcolare le correzione agli autovalori del sistema imperturbato al secondo ordine della teoria delle

perturbazioni.

2. Si consideri un operatore ~V le cui componenti, Vi, i = x, y, z, soddisfano alla relazioni di commuta-

zione

[Vi, Lj ] = i~εijkVk (2)

dove ~L è l’operatore momento angolare. ~V è, per definizione, un operatore vettoriale.

a) Per gli operatori

V ′i = eiφLx/~Vie
−iφLx/~ , i = x, y, z

si dimostri che valgono le seguenti equazioni differenziali

dV ′x
dφ

= 0 ,
dV ′y
dφ

= −V ′z ,
dV ′z
dφ

= V ′y . (3)

b) Risolvendo le equazioni differenziali (3) provare che l’operatore eiφLx/~ è un operatore di rotazione

che genera una rotazione attorno all’asse-x di un angolo φ mostrando cheV ′xV ′y
V ′z

 = eiφLx/~

VxVy
Vz

 e−iφLx/~ =

1 0 0

0 cosφ − sinφ

0 sinφ cosφ


VxVy
Vz

 .

c) Provare che

e−iπLx/~Y m` = Y −m`

dove le Y m` sono le armoniche sferiche.

d) Si consideri ora un elettrone dotato di spin. Come si modifica il suo stato ψ se si ruota prima di −π
attorno all’asse-z, poi di −π attorno all’asse-y e infine di −π intorno all’asse-x?
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(Suggerimento, si utilizzino le relazioni:

e−i
π
2 Lx/~e−iπLy/~ei

π
2 Lx/~ = e−iπLz/~ ,

e−iπLz/~ψ = eiπLz/~e−i2πLz/~ψ = eiπLz/~ψ, ∀ψ ,

e−iπLz/~e−i
π
2 Lx/~eiπLz/~ = ei

π
2 Lx/~ .)
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