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Corso di

Meccanica Quantistica

Oscillatore armonico

a =
1√

2m~ω
(ip+mωx) , a† =

1√
2m~ω

(−ip+mωx) ,

H =

(
a†a+

1

2

)
~ω =

(
aa† − 1

2

)
~ω ,

[
a, a†

]
= 1 ,

[H, a] = −~ωa ,
[
H, a†

]
= ~ωa† .

Se Hψ = Eψ, allora

Haψ = (E − ~ω) aψ , Ha†ψ = (E + ~ω) a†ψ ,

inoltre

0 ≤
(
ψ, a†aψ

)
=

(
ψ,

(
H

~ω
− 1

2

)
ψ

)
=

(
E

~ω
− 1

2

)
(ψ,ψ) ,

quindi

E ≥ ~ω
2
, (E =

~ω
2

se aψ = 0) .

Hψn = Enψn , En =

(
n+

1

2

)
~ω (n = 0, 1, 2, . . . ) .

Se gli autostati ψn sono normalizzati si può scrivere:

a†ψn =
√
n+ 1ψn+1 , aψn =

√
nψn−1 , (aψ0 = 0) ,

da cui segue

ψn =
1√
n!

(
a†
)n
ψ0 .

Per trovare l’espressione esplicita degli ψn si noti che

a =
1√
2

(
d

dξ
+ ξ

)
=

1√
2
e−

ξ2

2
d

dξ
e

ξ2

2 , a† =
1√
2

(
− d

dξ
+ ξ

)
= − 1√

2
e

ξ2

2
d

dξ
e−

ξ2

2 ,

dove

ξ = αx , α =

√
mω

~
.

Da aψ0 = 0 segue:
d

dξ

(
e

ξ2

2 ψ0

)
= 0 , quindi ψ0 =

√
α√
π
e−

ξ2

2 . Per le autofunzioni (n =

0, 1, 2, . . . ) abbiamo quindi:

ψn =
1√
n!

(
a†
)n
ψ0 =

√
α

2nn!
√
π
e−

ξ2

2 · (−1)ne
ξ2

2
dn

dξn
e−

ξ2

2 = NnHn(ξ)e−
ξ2

2
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Meccanica Quantistica

Rappresentazione matriciale dei vari operatori nella base delle ψn:

(a)nm ≡ (ψn, aψm) =
√
n+ 1 δm,n+1 , (a†)nm ≡ (ψn, a

†ψm) =
√
n δm,n−1

(a)nm =


0
√

1 0 0 0 . . .

0 0
√

2 0 0 . . .

0 0 0
√

3 0 . . .
...

...
...

...
...

...

 , (a†)nm =


0 0 0 0 0 . . .√
1 0 0 0 0 . . .

0
√

2 0 0 0 . . .

0 0
√

3 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...


x =

√
~

2mω

(
a+ a†

)
, p = −i

√
m~ω

2

(
a− a†

)
,

(x)nm =

√
~

2mω

(√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)
,

(p)nm = i

√
m~ω

2

(
−
√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)
.

Tenendo conto che, per esempio (x2)nm =
∑

k(x)nk(x)km, si ottiene:

(x2)nm =
~

2mω

(√
(n+ 1)(n+ 2) δm,n+2 + (2n+ 1) δm,n +

√
n(n− 1) δm,n−2

)
,

(p2)nm =
m~ω

2

(
−
√

(n+ 1)(n+ 2) δm,n+2 + (2n+ 1) δm,n −
√
n(n− 1) δm,n−2

)
.
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