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Corso di

MECCANICA QUANTISTICA
Regole di Wilson-Sommerfeld per ’atomo idrogenoide

Dall’espressione del vettore posizione in coordinate sferiche
7= (rsinf cos y,rsinb sin e, r cos )

segue
8717 or R or
or

=é, , — =reéy, —— =rsinfé, ,

00 o
dove €, ég, €, sono i versori delle linee coordinate dati da
é, = (sinf cos p,sin 6 sin ¢, cos #)

ég = (cos 6 cos p,cos b sin p, —sin §)

ép, = (—singp,cos¢,0) ,
con le proprieta di essere ortogonali fra loro e formare una terna sinistrorsa (right-handed).
€rX€g =€y, EegXClo=6, €y5XE =¢&.

La velocita di una particella in queste coordinate & data da

ar.or éf)F . or

- :TE—F %_‘_(p% :f*ér+r6}é9+rsin0gbé¢, .

17:

La Lagrangiana del sistema e

1 Zer 1 . Ze?
L= sme? + 25 = o (240207 4+ 0% sin? 007) + 25
2 r 2
da cul si derivano i momenti canonici
oL oL . oL
pTZEme’, pgzﬁzmrzé?, pgD:?:mrzsinZH(p.

Il momento angolare ¢ dato da
L=mixi= mreé, X (féT + réég —|—7“sin0gbé<p>
—mr? (e, —sin0pé) = poc, — e
e le sue componenti sono
L, =mr? (— sin 4,09 — sin 6 cos 6 cos gp@) = — sin ppy — cot 0 cos pp,, ,
Ly, = mr? (cos 0 — sin 6 cos 0 sin <pcp> = cos ppy — cot Osin pp,, ,

L, = mr?sin?0p = Dy -
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Il quadrato del momento angolare ¢

2
L? = m?r? (02+sm 990) 34— .p@ :pz—i-
sin

L’Hamiltoniana ¢

1 p> Ze?2 1 L? Ze?
H=— 0 ® - = (p2a+ =) - ==
2m ( + 72 >+ 72 sin2¢9> r 2m <pr + r2 r

Regole di Wilson-Sommerfeld

IT:2— prdr =n.h, (1)
T
1
Ig:%fpgdezngh, (2)
1
I, Py ]{pw dy = nyh (3)

Dalla (3) si ha

I, =|L.| =neh.

. 72
mr20 = py = £/ L2 — ——
sin” 0

il segno superiore vale quando 6 & crescente, il segno inferiore quando 6 € decrescente. Il

Per risolvere la (2) si noti che

massimo e il minimo di 8 si ricavano annullando il radicando, ossia quando sin # = % Quindi

L]

Omin = 601 = arcsin (‘ ;') € Opax = 00 = ™ — arcsin( T ), avendo scelto la determinazione

2
principale dell’arcoseno come: —7/2 < arcsina < m/2. Si noti che abbiamo cosf; = /1 — %

e cosfy = 1 — #%. Quindi

avendo posto

72
a=4\/1-=, e mz=cosf.
Continuando
2L *Va 2—:1:2 2L V1 — a? . /x “
Iy = — — 1— oﬂ arctan | ——— | + arcsin (—)
T Jo 1—=x T a2 — 2 « 0
L
< \/1—a2+1) ( |LZ‘ 1> L] = ngh .

9.
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Quindi il modulo del momento angolare & quantizzato
L = (ng+ny)h=Llh,

inoltre n, < ¢ poiché ng > 0. Se si pone n, = |m|siha L =¢he L, =mh, { =0,1,2,... e
|m| < ¢.
Per quanto riguarda la prima delle tre regole, la (1), da

1 o L2 Ze?
= — Z) -2 — .
2’m<pr+7“2> r 2l

segue

(ro —r)(r—r1) .

r2

7 e2 L2 2m|E
pZ:m2ﬁ2:2m <—|E\+ < _ 2> = m|E|
r 2mr

11 perielio r1 e afelio 79 sono i punti in cui 7 = 0 (r; < r < ry) e sono dati da

2
Z€2:|:\/Z2€4—ﬁ
m

Quindi abbiamo

1 1 [ 1 T2 _ _
I, = — j{pr dr = / prdr = — 2m]E/ Vir2 =r)(r = 1)
2m - 7r - r

s

1 -2 -2 2
= —\/2m|E| |:\/(7"2 —r)(r—ry)— n ;TQ arcsin (W> — /rir arcsin <(7‘1 ) 7"17“2)]
Q0 T

re — T r(re —ry) )

r1+ 79 Ze? L 9 [ m
= \/2m|FE —Jrire | = V/2m|E — =Ze*,|—— —L
m
=Ze | — —th=n,h
€ 2|E| nrh,

da cui

Ze? L2
172

R T ~ om[B|

1
7” = —_—
> ol

mZ2et

B=-lEl= Sz

n=n,+{=mn,+ng+n, .

Poiche |E| < m22264 segue che I, > 0 e quindi n, > 0. Tuttavia se £ = 0 deve essere n, # 0,
2L &) q

altrimenti |F| = cost/0. Quindin =1,2,3,... .




